振動的なﾘｯｶﾁ方程式求解過程の収束性改善 by 金丸 英幸
 長崎総合科学大学紀要 第 60 巻 第 2 号 235 
*1 新技術創成研究所 客員研究員 
 
 2020 年  月  日受付 









Several methods to solve the Riccati equation are proposed for the optimal regulator problem in modern 
control theory. In some cases, a solution of the Riccati equation is reached through iterative calculation. 
But many steps of iteration are sometimes required because of oscillation of iterative process. 
In this paper, numerical error between left and right sides of matrix-type Riccati equation is treated as a 
criterion of convergence, and a filtering technique is presented to reduce the number of iterations. 
Furthermore, the appropriate value of filtering parameter is decided analytically on the basis of the way 
to get a solution through Lyapunov equation derived from Riccati equation. 
Finally, the effectiveness of the results of this study is confirmed as well as improvement of efficiency of 
iterative process by parametric studies of numerical simulation. 
 






















 2.1 状態方程式と評価関数 
   最適制御理論では、制御対象の動特性が行列型の状
態方程式で記される。 
 
    ?̇? = 𝑨𝒙 + 𝑩𝒖              (1) 
 
  n 行 m 列の行列を「n✕m 行列」と記述すると、 𝒙 、𝒖 
はそれぞれ n✕1 状態ベクトルと m✕1 制御入力ベクト
ルで、𝑨 、𝑩 はそれぞれ n✕n、n✕m係数行列である。 
   さらに、最適レギュレータ問題では、二次形式汎関
数で構成される評価関数 𝑱 を定義し、これに基づい
て制御の効果を判定・評価する。 
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    𝑱 = ∫ ( 𝒙𝒕 𝑸𝒙 + 𝟐 𝒙𝒕 𝑺𝒖 + 𝒖𝒕 𝑹𝒖)𝒅𝒕
∞
𝟎
        (2) 
 
  𝑸 、𝑺 、𝑹 はそれぞれ n✕n、n✕m、m✕mの係数行列で、
𝑸 は半正定対称行列、𝑹 は正定対称行列である。 




   前節の最適レギュレータ問題では、最適性の原理 1)
に基づいて、状態方程式(1)の拘束の下で、評価関数 




    (𝑷𝑩 + 𝑺)𝑹−𝟏( 𝑩𝒕 𝑷 + 𝑺𝑡 ) − 𝑷𝑨 − 𝑨𝑷𝒕 − 𝑸 = 𝟎   
                                                (3) 
 




    𝒖 = −𝑲𝒇𝒙                               (4) 
    𝑲𝒇 = 𝑹
−𝟏( 𝑩𝒕 𝑷 + 𝑺𝒕 )                     (5) 
 




     𝑨𝒇 = 𝑨 −
𝟏
𝟐
𝑩𝑲𝒇                          (6) 
     𝑨𝒈 = 𝑨𝒇 −
𝟏
𝟐
𝑩𝑹−𝟏 𝑺𝒕                       (7) 
    𝑸𝒈 = 𝑸 − 𝑺𝑹





    𝑷𝑨𝒈 + 𝑨𝒈𝑷





    ?⃑⃑? = −(𝑰  𝑨𝒈
𝒕 + 𝑨𝒈
𝒕   𝑰)－１?⃑⃑? 𝒈           (10) 
 
但し、𝑰 は単位行列で、  はテンソル積を表す。また、




   ?⃑⃑? 𝒈 = (𝒒𝒈𝟏𝟏
･･･ 𝒒𝒈𝟏𝟐･････ 𝒒𝒈𝒏𝟏･･･ 𝒒𝒈𝒏𝒏)
𝒕
  (11) 
   ?⃑⃑? = (𝒑𝟏𝟏･･･ 𝒑𝟏𝟐･････ 𝒑𝒏𝟏･･･ 𝒑𝒏𝒏)
𝒕
       (12) 
 
リアプノフ方程式の解行列は、解ベクトル ?⃑⃑?  の成
分 𝒑𝒊𝒋 を行列形式に戻すことによって得られる。 
(5)～(7)式に示す通り、リアプノフ方程式(9)は、









 (1) 行列の不等式 
   同じサイズの行列 𝑭 と 𝑮 の成分をそれぞれ 𝒇𝒊𝒋 、
𝒈𝒊𝒋 とすると、全ての 𝒊 、𝒋 に対して 
 
    𝒇𝒊𝒋 ≤ 𝒈𝒊𝒋                                (13) 
 
  が成り立つ時、記号「≪」を用いて 
 
    𝑭 ≪ 𝑮                                  (14) 
 
  と表記する。 
 
 (2) 行列の絶対値 
   行列 𝑭 の全ての成分の絶対値から成る行列を、記
号「⟦ ⟧」を用いて、以下の通り表記する。 
 
    ⟦𝑭⟧ = (|𝒇𝒊𝒋|)                            (15) 
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3.2 リッカチ方程式の近似解行列の平滑化 







    𝑷𝒌 = (𝟏 − 𝝀)𝑷𝒌−𝟏 + 𝝀?̂?𝒌−𝟏              (16) 
    𝟎 < 𝝀 ≤ 𝟏                              (17) 
 







右辺のゼロ行列 𝟎 に対する誤差と考え、行列 𝑷𝒌 
の関数 
 
     𝒆(𝑷𝒌) = (𝑷𝒌𝑩 + 𝑺)𝑹
−𝟏( 𝑩𝒕 𝑷𝒌 + 𝑺
𝒕 )  
              −𝑷𝒌𝑨 − 𝑨𝑷𝒌
𝒕 − 𝑸   (18) 
 
を導入する。さらに、全ての成分が同一の微小な正
数 𝜺 の n✕n行列 𝜠 を用いて、次式を収束判定条件
とする。 
 
⟦𝑒(𝑷𝒌)⟧ ≪ 𝜠                           (19) 
     𝜠 = (𝜺)                               (20) 
 
3.4 方程式誤差 
  解行列 𝑷 の一次フィルターに倣って、(18)式の 𝑸 
と 𝑺 を書き替えると 
 
    𝑸 = (𝟏 − 𝝀)𝑸 + 𝝀𝑸                      (21) 
    𝑺 = (𝟏 − 𝝀)𝑺 + 𝝀𝑺                       (22) 
 
2.2 節のリッカチ方程式の求解において、𝑷𝒌 の初





   𝒆(𝑷𝒌) = (𝟏 − 𝝀){(𝑷𝒌−𝟏𝑩 + 𝑺)𝑹
−𝟏( 𝑩𝒕 𝑷𝒌−𝟏 + 𝑺
𝒕 ) 
                   −𝑷𝒌−𝟏𝑨 − 𝑨𝑷𝒌−𝟏
𝒕 − 𝑸} 
        −𝝀(𝟏 − 𝝀)(𝑷𝒌−𝟏𝑩 + 𝑺)𝑹
−𝟏( 𝑩𝒕 𝑷𝒌−𝟏 + 𝑺
𝒕 ) 
             + 𝝀{(?̂?𝒌−𝟏𝑩 + 𝑺)𝑹
−𝟏( 𝑩𝒕 ?̂?𝒌−𝟏 + 𝑺
𝒕 ) 
                   −?̂?𝒌−𝟏𝑨 − 𝑨
𝒕 ?̂?𝒌−𝟏 − 𝑸} 
        −𝝀(𝟏 − 𝝀)(?̂?𝒌−𝟏𝑩 + 𝑺)𝑹
−𝟏( 𝑩?̂?𝒌−𝟏
𝒕 + 𝑺𝒕 ) 
       +𝝀(𝟏 − 𝝀)(𝑷𝒌−𝟏𝑩 + 𝑺)𝑹
−𝟏( 𝑩𝒕 ?̂?𝒌−𝟏 + 𝑺
𝒕 ) 
       +𝝀(𝟏 − 𝝀)(?̂?𝒌−𝟏𝑩 + 𝑺)𝑹
−𝟏( 𝑩𝒕 𝑷𝒌−𝟏 + 𝑺
𝒕 ) 
       = (𝟏 − 𝝀){(𝑷𝒌−𝟏𝑩 + 𝑺)𝑹
−𝟏( 𝑩𝒕 𝑷𝒌−𝟏 + 𝑺
𝒕 ) 
              −𝑷𝒌−𝟏𝑨 − 𝑨𝑷𝒌−𝟏
𝒕 − 𝑸} 
       + 𝝀{(?̂?𝒌−𝟏𝑩 + 𝑺)𝑹
−𝟏( 𝑩?̂?𝒌−𝟏
𝒕 + 𝑺𝒕 ) 
              −?̂?𝒌−𝟏𝑨 − 𝑨?̂?𝒌−𝟏
𝒕 − 𝑸} 
             −𝝀(𝟏 − 𝝀) × 
                (𝑷𝒌−𝟏 − ?̂?𝒌−𝟏)𝑩𝑹
−𝟏 𝑩 (𝑷𝒌−𝟏 − ?̂?𝒌−𝟏)
𝒕𝒕  
       = (𝟏 − 𝝀)𝒆(𝑷𝒌−𝟏) + 𝝀 𝒆(?̂?𝒌−𝟏) 
                                 −∆𝒆(𝑷𝒌−𝟏)    (23) 
 
  但し、 (23)式の右辺最終項 ∆𝒆(𝑷𝒌−𝟏) は次式で定義
される。 
 
∆𝒆(𝑷𝒌−𝟏) = 𝝀(𝟏 − 𝝀)∆𝑷𝒌−𝟏𝑩𝑹
−𝟏 𝑩 ∆𝑷𝒌−𝟏
𝒕𝒕    (24) 




𝑷𝒌 が解行列 𝑷 に収束する時、全ての成分が任意の




𝑨𝒈 は 𝑷𝒌 の関数となるので、𝒌 が 𝒌𝒎 に比べて十
分大きく 𝑷𝒌 が 𝑷 に収束する時、リアプノフ方程式
(9)の暫定解行列 ?̂?𝒌 も 𝑷 に収束し、同時に、方程
式誤差 𝒆(𝑷𝒌−𝟏) と 𝒆(?̂?𝒌−𝟏) が共に(19)式の収束判
定条件を満足する。 
したがって、収束判定基準 𝜠 の成分 𝜺 に対して 





    ⟦𝑷𝒌−𝟏 − 𝑷⟧ ≪ 𝜠 ,   ⟦?̂?𝒌−𝟏 − 𝑷⟧ ≪ 𝜠     (26) 
    ⟦𝒆(𝑷𝒌−𝟏)⟧ ≪ 𝜠 ,   ⟦𝒆(?̂?𝒌−𝟏)⟧ ≪ 𝜠       (27) 
 
さらに、(25)式の ∆𝑷𝒌−𝟏 は 
 





    −𝟐𝜠 ≪ ∆𝑷𝒌−𝟏 ≪ 𝟐𝜠                      (29) 
 
 即ち、∆𝑷𝒌−𝟏 は高々 𝜠 のオーダー（各成分が 𝜺 の
オーダー）である。さらに、∆𝒆(𝑷𝒌−𝟏) は(24)式より 
∆𝑷𝒌−𝟏 と ∆𝑷𝒌−𝟏
𝒕  の積の形をしているため、高々 
𝜠𝟐 のオーダー（各成分が 𝜺𝟐 のオーダー）となる。 
一方、𝜠 は全ての成分 𝜺 が微小な正数の行列なの
で 
 
    𝜠𝟐 ≪ 𝜠                                 (30) 
 




    −𝜠 ≪ ∆𝒆(𝑷𝒌−𝟏) ≪ 𝜠            (31) 
 





    −𝜠 − ∆𝒆(𝑷𝒌−𝟏) ≪ 𝒆(𝑷𝒌) ≪ 𝜠 − ∆𝒆(𝑷𝒌−𝟏)    (32) 
 
  したがって、(19)式の十分条件を求めるために、 
 
 −𝜠 ≪ −𝜠 − ∆𝒆(𝑷𝒌−𝟏) ≪ 𝒆(𝑷𝒌) ≪ 𝜠 − ∆𝒆(𝑷𝒌−𝟏) ≪ 𝜠  










   (1) (33)式の右端の不等式が成立する場合 
 
    𝜠 − ∆𝒆(𝑷𝒌−𝟏) ≪ 𝜠                        (34) 
 
   即ち 
 
    𝟎 ≪ ∆𝒆(𝑷𝒌−𝟏)                            (35)                           
 
   の場合は、(31)式を考慮して 
 
    𝟎 ≪ ∆𝒆(𝑷𝒌−𝟏) ≪ 𝜠                       (36) 
 
   したがって、(32)式から次式が得られる。 
 
    −𝟐𝜠 ≪ 𝒆(𝑷𝒌) ≪ 𝜠 − ∆𝒆(𝑷𝒌−𝟏)             (37) 
 
   さらに、(37)式と(27)の第一式との共通部分をと
ると、𝒌 が十分大きければ、 
 
    −𝜠 ≪ 𝒆(𝑷𝒌) ≪ 𝜠 − ∆𝒆(𝑷𝒌−𝟏)              (38) 
 
   が成り立つ。 
   尚、(36)式を考慮すると、(38)式は以下の通り表
記することができる。 
 
    −𝜠 ≪ 𝒆(𝑷𝒌) ≪ ⟦𝜠 − ⟦∆𝒆(𝑷𝒌−𝟏)⟧⟧           (39) 
 
   (2) (33)式の左端の不等式が成立する場合 
 
     −𝜠 ≪ −𝜠 − ∆𝒆(𝑷𝒌−𝟏)                     (34)’ 
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   即ち 
 
     ∆𝒆(𝑷𝒌−𝟏) ≪ 𝟎                           (35)’ 
 
   の場合は、同じく(31)式を考慮して 
 
     −𝜠 ≪ ∆𝒆(𝑷𝒌−𝟏) ≪ 𝟎           (36)’ 
 
   したがって、(32)式から次式が得られる。 
 
     −𝜠 − ∆𝒆(𝑷𝒌−𝟏) ≪ 𝒆(𝑷𝒌) ≪ 𝟐𝜠            (37)’ 
 
   さらに、(37)’式と(27)の第一式との共通部分を
とると、𝒌 が十分大きければ、 
 
     −𝜠 − ∆𝒆(𝑷𝒌−𝟏) ≪ 𝒆(𝑷𝒌) ≪ 𝜠             (38)’ 
 
   が成り立つ。 
   尚、(36)’式を考慮すると、(38)’式は以下の通
り表記することができる。 
 
    −⟦𝜠 − ⟦∆𝒆(𝑷𝒌−𝟏)⟧⟧ ≪ 𝒆(𝑷𝒌) ≪ 𝜠           (39)’ 
 
   (39)式と(39)’式は、いずれも 
 







    ⟦∆𝒆(𝑷𝒌−𝟏)⟧ の成分 →  𝐦𝐚𝐱            (41) 
 
   一方、(17)式を考慮すると、(24)式より 
 
    ⟦∆𝒆(𝑷𝒌−𝟏)⟧ = 𝝀(𝟏 − 𝝀)⟦∆𝑷𝒌−𝟏𝑩𝑹
−𝟏 𝑩 ∆𝑷𝒌−𝟏
𝒕𝒕 ⟧ 
                                           (42) 
 




        𝐦𝐢𝐧
𝟎<𝝀≤𝟏
[⟦𝜠 − ⟦∆𝒆(𝑷𝒌−𝟏)⟧⟧ の成分] 
          ↔ 𝐦𝐚𝐱
𝟎<𝝀≤𝟏
[⟦∆𝒆(𝑷𝒌−𝟏)⟧ の成分] 
          ↔ 𝐦𝐚𝐱
𝟎<𝝀≤𝟏




   (43)式より 𝝀(𝟏 − 𝝀) の値が大きい程、近似解行列 




    
𝒅
𝒅𝝀





    𝝀 =
𝟏
𝟐
                                  (45) 
 

















   (1) 物理系モデル 
     本研究は制御系への適用を最終目的としてい







    𝑨 = (
𝟎 𝟏
𝟎 −𝟎. 𝟑𝟓𝟑𝟕𝟗
)                    (46) 
    𝑩 = (
𝟎
𝟎. 𝟓𝟕𝟐𝟕𝟔𝟕𝟏
)                       (47) 
    𝑸 = (
𝟎. 𝟓𝟐𝟏𝟒𝟖𝟑𝟏 −𝟎. 𝟎𝟔𝟖𝟗𝟖𝟓
−𝟎. 𝟎𝟔𝟖𝟗𝟖𝟓 𝟕. 𝟑𝟎𝟑𝟒𝟒𝟎𝟗
)          (48) 
    𝑺 = (
𝟎. 𝟎𝟔𝟎𝟔𝟒𝟕𝟗
−𝟑. 𝟐𝟏𝟒𝟒𝟐
)                       (49) 
    𝑹 = 𝟏𝟑. 𝟐𝟕𝟐𝟗𝟒𝟓                         (50) 
 
   (2) 追加モデル 




    𝑨 = (
−𝟐 𝟎
𝟐 𝟏
)                           (51) 
    𝑩 = (
−𝟏
𝟏
)                              (52) 
    𝑸 = (
𝟏𝟎𝟎 𝟎
𝟎 𝟏𝟎𝟎
)                        (53) 
    𝑺 = (
𝟎
𝟎
)                                (54) 
    𝑹 = 𝟏                                  (55) 
 
  尚、反復計算における近似解行列 𝑷𝒌 の初期値は単位
行列とした。 
 
    𝑷𝟎 = (
𝟏 𝟎
𝟎 𝟏







  次に、フィルター定数として、𝝀 を(17)式の範囲で 
𝟎. 𝟏 刻みで与え、収束判定条件を満足した時の反復計
算回数 𝑵 と近似解行列 𝑷𝑵 および誤差行列 ⟦𝒆(𝑷𝑵)⟧ 
を比較した。 
   計算は倍精度浮動小数点で行い、収束判定基準 𝜠 
は、誤差行列 ⟦𝒆(𝑷𝑵)⟧ の全ての成分が「絶対誤差 
𝟏𝟎−𝟖 未満」として、以下の通り与えた。 
 
    𝜠 = (𝟏𝟎
−𝟖 𝟏𝟎−𝟖
𝟏𝟎−𝟖 𝟏𝟎−𝟖
)                      (57) 
 
4.2 シミュレーション結果と考察 
   物理系供試モデルに対して、Table.１に、フィルタ
ー定数 𝝀 に対する収束判定条件を満足した時の反復
計算回数 𝑵 と誤差行列 𝒆(𝑷𝑵) の成分 𝒆𝒊𝒋 の最大絶
対値および近似解行列 𝑷𝑵 を示す。 




 (1) Table.１より、反復計算回数は 𝝀 = 𝟎. 𝟓～𝟎. 𝟕 で




  (2) フィルター無に相当する 𝝀 = 𝟏. 𝟎 の場合に比べ
て、𝝀 = 𝟎. 𝟓～𝟎.𝟕 の場合は収束計算の反復計算
回数が９５～９６％減少しており、フィルタリン
グによる収束性改善の効果が得られている。 
  (3) Table.１および Fig.1 より誤差行列の全ての成
分が「絶対誤差 𝟏𝟎−𝟖 未満」を満足し、|𝒆𝟐𝟐| が  
𝝀 = 𝟎. 𝟓 で最小となる一方、 |𝒆𝟏𝟏| は 𝝀 = 𝟎. 𝟒 









Table.1 反復計算回数と解行列 (1)  
















  (4) 以上の結果、反復計算回数の減少と収束判定条
件を満足した時の近似解の精度を併せた総合評価
として、(45)式の 𝝀 = 𝟎. 𝟓 は、反復計算回数最
小化のための最適解ではないが、適切な値と考え
ることができる。 
    さらに、Fig.2 に、𝝀 = 𝟏. 𝟎 （フィルタリング無）


































  (5) 同図より、𝝀 = 𝟎. 𝟓 の場合は、フィルタリング
無の場合に比べて収束過程の振動が大幅に抑えら
れ、収束性が向上していることが分かる。近似解





反復計算回数 𝑵 と誤差行列 𝒆(𝑷𝑵) の成分 𝒆𝒊𝒋 の



















Fig.2 リッカチ近似解の収束性比較 (1) 
Fig.1 リッカチ解収束のための反復計算回数と誤差 (1) 
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また、Fig.3 に 𝝀 に対する反復計算回数 𝑵 と誤
差行列の成分の絶対値 |𝒆𝒊𝒋| を対数目盛で、Fig.4 
に近似解行列の成分 𝒑𝟏𝟏 の収束過程の比較を示す。 













































































Table.2 反復計算回数と解行列 (2)  
 
 
Fig.3 リッカチ解収束のための反復計算回数と誤差 (2) 
 
Fig.4 リッカチ近似解の収束性比較 (2) 


































































2) P.Benner , J.Saak：”A Galerkin-Newton-ADI   
Method for Solving Large-Scale Algebraic     
Riccati Equations ”Preprint-Number SPP1253- 
090, Deutsche Forshungsgemeinschaft(2010.1) 
3) 金丸：船舶の航海最適化技術の改良、長崎総合科
学大学紀要 (2019) 第59巻、第2号 p.47-60 
 
 
付章 ∆𝒆(𝑷𝒌−𝟏) が取り得る値の範囲 
   付章では、𝒇𝒊𝒋 を成分とする n 行 m 列の行列を
(𝒇𝒊𝒋)𝒏𝒎
 と表記する。 
   一般に、行列 𝑭 = (𝒇𝒊𝒋)𝒏𝒎




    ⟦𝑭𝑮⟧ = (|∑ 𝒇𝒊𝒋𝒈𝒋𝒌𝒋 |)𝒏𝒍
 
       ≪ (∑ |𝒇𝒊𝒋||𝒈𝒋𝒌|𝒋 )𝒏𝒍
= ⟦𝑭⟧⟦𝑮⟧          (58) 
 金丸 英幸 244 
 
 
   一方、(42)式および(29)式より、 
  
    ⟦∆𝒆(𝑷𝒌−𝟏)⟧ = 𝝀(𝟏 − 𝝀)⟦∆𝑷𝒌−𝟏𝑩𝑹
−𝟏 𝑩 ∆𝑷𝒌−𝟏
𝒕𝒕 ⟧ 
                                               (42) 
     ⟦∆𝑷𝒌−𝟏⟧ ≪ 𝟐𝜠                          (29)’ 
 
   さらに、全ての成分が 𝟏 の行列 (𝟏)𝒏𝒏 を用いて 
 
    𝑩𝑹−𝟏 𝑩𝒕 = (𝒄𝒊𝒋)𝒏𝒏
                        (59) 





   ⟦∆𝒆(𝑷𝒌−𝟏)⟧ ≪ 𝝀(𝟏 − 𝝀)⟦∆𝑷𝒌−𝟏⟧⟦𝑩𝑹
−𝟏 𝑩 ∆𝑷𝒌−𝟏
𝒕𝒕 ⟧ 
              ≪  𝝀(𝟏 − 𝝀)⟦∆𝑷𝒌−𝟏⟧⟦𝑩𝑹
−𝟏 𝑩𝒕 ⟧⟦ ∆𝑷𝒌−𝟏
𝒕 ⟧ 
              ≪  𝝀(𝟏 − 𝝀)⟦𝟐𝜺(𝟏)𝒏𝒏⟧ ⟦(𝒄𝒊𝒋)𝒏𝒏
⟧ ⟦𝟐𝜺(𝟏)𝒏𝒏⟧ 
              =  𝟒𝜺𝟐𝝀(𝟏 − 𝝀)(𝟏)𝒏𝒏(|𝒄𝒊𝒋|)𝒏𝒏
(𝟏)𝒏𝒏 
              =  𝟒𝜺𝟐𝝀(𝟏 − 𝝀)(𝟏)𝒏𝒏(∑ |𝒄𝒊𝒋|𝒋 )𝒏𝒏
 
              =  𝟒𝜺𝟐𝝀(𝟏 − 𝝀)(∑ ∑ |𝒄𝒊𝒋|𝒋𝒊 )𝒏𝒏
 
              =  𝟒𝜺𝟐𝝀(𝟏 − 𝝀)(∑ ∑ |𝒄𝒊𝒋|𝒋𝒊 )(𝟏)𝒏𝒏 
              =  𝟒𝜺𝝀(𝟏 − 𝝀)(∑ ∑ |𝒄𝒊𝒋|𝒋𝒊 )𝜠         (60) 
 
   他方、(17)式の下では、 
 





  が成り立つので、(60)式より 
 
      ⟦∆𝒆(𝑷𝒌−𝟏)⟧ ≪ 𝜺(∑ ∑ |𝒄𝒊𝒋|𝒋𝒊 )𝜠               (61) 
 
  したがって、任意の微小な正数 𝜺 を 
 
    𝟎 < 𝜺 <
𝟏
∑ ∑ |𝒄𝒊𝒋|𝒋𝒊
                           (62) 
 
  の範囲で十分小さくとると、次式が成り立つ。 
 
       ⟦∆𝒆(𝑷𝒌−𝟏)⟧ ≪ 𝑬                          (63) 
 
   (63)式より(31)式が導かれる。 
 
    −𝜠 ≪ ∆𝒆(𝑷𝒌−𝟏) ≪ 𝜠            (31) 
 
